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FUNKTIONEN o
Kapitel

Funktionen

1.1 Definition einer Funktion
1.2 Wertetabelle und Funktionsgleichung
1.3 Der Graph einer Funktion

1.1 Definition einer Funktion

Funktionen beschreiben die Abhéngigkeit einer GroBe von einer anderen,
z. B. die Abhéngigkeit der Temperatur von der Tageszeit oder die Abhingig-
keit der Fliche eines Rechtecks von den Liangen seiner Seiten.

Beispiel 1: Es werde 24 Stunden lang alle 3 Stunden die Temperatur 8 gemessen, dabei mo-
gen sich folgende MefBwerte ergeben:

0h 3h 6h 9h 12 h 15h 18h | 21h | 24h
8°C | 5°C | 6°C | 9°C | 13°C | 12°C | 10°C | 8°C | 5°C

Jeder Uhrzeit ist genau eine Temperatur zugeordnet.

Beispiel 2: In der folgenden Tabelle ist die Abhdngigkeit des Flidcheninhalts A eines Qua-
drats von seiner Seitenldnge / dargestellt. Diese Abhingigkeit 146t sich durch die Gleichung
A =17 beschreiben.

Im [2m 3m |4m 5m
im® [4m° [9m® |16 m® |25 m?

Auch hier ein wesentliches Merkmal: jedem Wert von [ ist genau ein Wert von 4 zugeord-
net.

Wird jedem Wert einer Grol3e x genau ein Wert einer anderen Grof3e y
zugeordnet, so sagt man, y sei eine Funktion von x. Man verwendet die
Schreibweise y = f(x)."

Man nennt x die unabhdngige Variable oder Argument und y die abhdngige
Variable oder den Funktionswert. f ist die Funktion und y = f{x) bezeichnet
gewoOhnlich die abhidngige Variable.

Im ersten Beispiel wiirde man 6= f{¢) schreiben, wobei die Zeit ¢ die unab-
hingige und die Temperatur & die (von ¢) abhidngige Variable darstellt. Im
zweiten Beispiel wiirde man 4 = f{/) schreiben, die Seitenlénge / stellt die

"y = fix)" wird ausgesprochen als "y gleich f von x".

4
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unabhingige und die Flache 4 die (von /) abhingige Variable dar.

Es kann aber auch jedes andere Symbol fiir die Funktion und die Variablen
verwendet werden. Beispielsweise sei die Gro3e z von der Grof3e » abhéngig,
dann konnte man z = f{r) schreiben: z ist eine Funktion von r. Statt mit f
koénnte man die Funktion aber auch z. B. mit H bezeichnen, dann wiirde man
z = H(r) schreiben.

Wie die Bezeichnungen unabhdngige und abhdngige Variable schon andeu-
ten, wird mit einer Funktion die Abhingigkeit einer Gréfe von einer anderen
dargestellt (wobei es sich jedoch nicht um eine kausale Abhingigkeit han-
deln muf3). Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Zuordnung
der Werte zueinander.

1.2 Wertetabelle und Funktionsgleichung

Eine Moglichkeit der Darstellung einer Funktion ist die in den Beispielen
schon gezeigte Auflistung der Zuordnung in einer Tabelle, der Wertetabelle.
Eine weitere Moglichkeit besteht darin, eine Regel anzugeben, nach der man
fiir eine gegebene unabhingige Variable die abhéngige Variable findet.
Diese Regel liegt meist die Form einer Gleichung vor, man spricht daher
auch von einer Funktionsgleichung. (Die Begriffe "Funktion",
"Funktionsgleichung" und "Gleichung" werden oft synonym verwendet.) Ein
Beispiel dafiir war die Fliche A eines Rechtecks als Funktion der
Seitenldnge / mit der Gleichung A =/ *. Eine Funktionsgleichung s = 2¢ 2 +
6t konnte z. B. den von einem Korper zuriickgelegten Weg s als Funktion
der Zeit ¢ beschreiben: s = f{7).

1.3 Der Graph einer Funktion

Das rechtwinklige Koordinatensystem

Ein rechtwinkliges Koordinatensystem erhélt man aus einem Paar senkrecht
aufeinander stehender Geraden, von denen die eine horizontal, die andere

senkrecht verldauft. Die horizontale y-Achse
Gerade wird gewohnlich die hori- A
zontale Achse oder x-Achse genannt 10 4

und die vertikale die vertikale Achse

oder y-Achse. Der Schnittpunkt heif3t 51

der Nullpunkt oder Ursprung des
Koordinatensystems, die Achsen o L :
nennt man die Koordinatenachsen. 4 3210 12 3 4
Der nidchste Schritt besteht in der
Wahl einer geeigneten Lingenein-
heit; vom Ursprung  ausgehend
zeichnet man auf der x-Achse eine
Zahlenskala ein, die nach rechts
positive und nach links negative Werte annimmt. Ebenso verfiahrt man auf
der y-Achse, wobei die positiven Zahlenwerte nach oben und die negativen
nach unten aufgetragen werden. Der Maf3stab kann (wie in der Abbildung
gezeigt) auf beiden Achsen verschieden sein. Auch haben die x- und y-Werte

x-Achse

-

54

-10 1

5
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(sofern es sich nicht um reine Zahlen handelt) in der Regel verschiedene
Maleinheiten; in den behandelten Beispielen sind dies Zeiteinheiten auf der
x-Achse und Temperaturangaben auf der y-Achse bzw. Lingeneinheiten auf
der x-Achse und Flacheneinheiten auf der y-Achse.

Ein solches rechtwinkliges Koordinatensystem nennt man auch kartesisches
Koordinatensystem.

Darstellung von Wertepaaren im Koordinatensystem

In diesem Koordinatensystem 148t sich ein Punkt durch die Angabe eines
Wertepaares (x; y) genau festlegen. Die Schreibweise fiir den Punkt P; ist
Pi=(xi; »1).” y
Der Wert x; wird auch der x-Wert von A
P; oder die Abszisse genannt, wéh-
rend y; der y-Wert oder die Ordinate 371
von P; genannt wird. (Gelegentlich P,=(-25,15) 21---& =
werden auch die Achsen selbst als )
Abszisse und Ordinate bezeichnet.)

1
1.1 P.=(1508)
— o X

L

324|123 4

I

P] = (1> 2)7 P2: (_2’57 195)’ P3: (1759 095)7

Vier Punkte im Koordinatensystem: i
Py=(-3;-3) ey

Der Graph

Die Wertetabelle einer Funktion y = f{x) liefert mit jedem Wertepaar (x; f(x))
bzw. (x; y) einen Punkt im Koordinatensystem. Man erhélt so eine graphi-
sche Darstellung dieser Funktion. Die Gesamtheit aller durch die Funktions-
gleichung definierten Punkte (also einschlielich der nicht explizit in der
Wertetabelle aufgefiihrten) bilden den Graphen der Funktion.

Oft verbindet man die aus einer Wertetabelle erhaltenen Punkte durch eine
Kurve. Natiirlich werden die Punkte auf der Kurve nur eine Nédherung sein;
je genauer die Darstellung sein soll, desto mehr Punkte miissen eingetragen
werden. Hat man beispielsweise eine Funktionsgleichung y = 3x* vorliegen,
erhilt man mit der Wertetabelle

-3 |[-2 |-1 [0 |1 [2 |3
27 |12 |3 |0 |8 |12 |27

folgendes Bild (links die Punkte aus der Wertetabelle, rechts die durch Ver-
bindung der Punkte erhaltene Ausgleichskurve):

? Man findet bei der Bezeichnung eines Punktes haufig (x;, ;) statt (x;; 7). Verwendet man
als Dezimalzeichen das Komma, so kann dies zu Problemen fiihren. In diesem Text wird die
Schreibweise (x;; y;) benutzt.
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y-Achse y-Achse
30 A 30 A
@ ¢ >
20 20
. 0 1
10 10
. @
| > | o
| Ll | =
3 -2 1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
x-Achse x-Achse

Im ersten Beispiel dieses Kapitels (Temperatur und Uhrzeit) liegt eine empi-
rische Funktion vor, die nicht durch eine Funktionsgleichung bestimmt ist,
sondern auf Messungen beruht. Wahlen wir die Uhrzeit (die unabhingige
Variable) als horizontale Achse und die Temperatur (die abhédngige
Variable) als vertikale Achse, so ergeben sich aus den Wertepaaren (#; 6)
folgende Bilder ohne und mit Ausgleichskurve:

14 14
*
12 * 12
9 o * £ 10
] * =
2 8¢ +* 2 a4
|- ©
2 6 - * ] 8
& L 2 b
E 4 § 4
= -
2 2
0 . - - . 0 . - - : -
o o ) £ o o
Q'@ 4559 ‘5@ o_;@ Nq'fp \@QQ \%90 'L.\'.Q Q',Q Q-‘_) ag.ﬁg ‘5_0‘3 g.Q ,\qu _\a;,.a \Q,-.Q ’Ir'\"é) 0'59
Uhrzeit Uhrzeit

Die Funktionsgleichung y = 2x — 3 liefert die folgende Wertetabelle und die
zugehorige  Gerade:  Funktionen

dieser Art heillen lineare Funktionen AY y=2x-3
und werden im folgenden Kapitel g
besprochen. Nl
: . + —» X
4] 2 3
-2+
/3
1 /0 |1 [2 |3 ST




LINEARE UND QUADRATISCHE FUNKTIONEN

Kapitel

Lineare und quadratische Funk-
tionen

2.1 Definition und Beispiele

2.2 Die Konstante m

2.3 Die Konstante b

2.4 Bestimmung der Geraden aus einer Funktionsgleichung
2.5 Bestimmung der Funktionsgleichung aus einer Geraden
2.6 Quadratische Funktionen

2.1 Definition und Beispiele

In Funktionsgleichungen wie y = 2x — 3 oder y = 3x + 5 kommt die unabhin-
gige Variable x nur in der ersten Potenz vor: als x = x'. Sie kann jedoch auch
in hoheren Potenzen vorkommen, z. B. als x* oder x” in den Gleichungen fiir
die Parabel bzw. die kubische Parabel.

In diesem Kapitel werden hauptsdchlich Funktionen behandelt, deren Glei-
chungen die unabhingige Variable nur in der ersten Potenz enthalten. Sie
heilen lineare Funktionen und die entsprechenden linearen Gleichungen ha-
ben die allgemeine Form

y=mx+b,

wobei m und b Konstanten sind, deren Bedeutung in den folgenden Ab-
schnitten diskutiert wird. Mit b = 0 reduziert sich die Gleichung auf

Y = mx.

Der Graph linearer Funktionen ist stets eine Gerade, die im Falle » = 0 durch
den Nullpunkt verlduft. Im Abschnitt 1.3 wurde eine solche Funktion schon
vorgestellt, hier folgen vier weitere Beispiele fiir lineare Funktionen mit ih-
ren zugehorigen Wertetabellen und den graphischen Darstellungen. Wie in
der Praxis hdufig vorkommend, findet man die Funktionsgleichung als Be-
schriftung des Graphen. Zwei der Geraden verlaufen von links unten nach
rechts oben (man nennt dies positive Steigung, s. u.), die anderen beiden ha-
ben eine negative Steigung. In zweien der vier Beispiele ist b = 0.
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AY
=-3x
6 -,
4 .
g S 2 T x
24
41 -1 |0 |1 2
i 0 |1 ]2 |3
61
2 |11 |0 |1 2 “Y
6 |3 |o [3 |6 4 y =2x
A y 2
3--/
/ y=1/x+2 4 -2 2 4
X
17T /ol
-2 -1 1 2 F il
-1 |0 1 2 Sz = i) 1 2
32 [2 |52 |3 2 12 1o 12 |2

2.2 Die Konstante m

Wihlt man auf einer Geraden im Koordinatensystem zwei beliebige Punkte
(x1; 1) und (x2; y2), so ist die Stei-

gung der Geraden definiert als YA
Yo~ _ ﬂ i

X, —x Ax-
Yi-

Bei der Bestimmung der Steigung ist
der Mafstab zu beachten: in der : , >
Abbildung rechts scheinen die Stei-
gungen auf den ersten Blick &hnlich
oder gleich zu sein, betrachtet man aber die MafBstdbe auf den Achsen, so er




LINEARE UND QUADRATISCHE FUNKTIONEN

kennt man einen erheblichen Unterschied: im linken Bild betrdgt die Stei-
gung 5 : 10 = 0,5, im rechten Bild betrégt sie 500 : 10 = 50.

y A y A
10 |
1000
5
5 .
10—+ 500

x Y

Zur Dimension der Steigung ist zu sagen: Sind die x- und y-Werte reine
Zahlen, so ist natiirlich auch die Steigung dimensionslos. Sind den Variablen
aber verschiedene Dimensionen zu eigen, so hat auch die Steigung eine Di-
mension.

Beispiel 1: Die Abbildung zeigt den
Benzinverbrauch eines Autos. Da die y-

—

Werte in Liter und die x-Werte in Kilometer :::; ®

angegeben sind, hat die Steigung die Di- | 2 4

mension Liter pro Kilometer (iiblicherweise _E 2

wird diese Angabe auf den Verbrauch pro | & | >
100 km normiert). 0 20 40 60

Entfernung / km

Beispiel 2: Die Abbildung zeigt die in Ki-
lometern angegebene Position s eines Autos E
zu verschiedenen, in Stunden angegeben, &

Zeiten t. (Die Position s = 0 stellt den Aus- 50
gangspunkt dar.) Die Steigung der Geraden

hat die Dimension km/h, sie ist die Ge- 40
schwindigkeit des Autos im Weg—Zeit-Dia-

gramm.

Y

05

t/h

Die lineare Gleichung ist durch y = mx + b gegeben. Setzt man in

Steigung = LT h

Xy =X
fiir y den Ausdruck mx + b ein, so erhédlt man

Y= W :(mxz +b) —(mx, +b):mx2 —mx, :m(xz _x1):

Xy =X Xy =X Xy =X Xy =X

Steigung =

10
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In der Funktionsgleichung y = mx + b stellt die Konstante m die Steigung
der Geraden dar.

Eine Gerade mit positiver Steigung, d. h. m > 0, steigt von links nach rechts
an. Eine Gerade mit negativer Steigung (m < 0) féllt von links nach rechts
(vgl. die vier Beispiele in Abschnitt 2.1). Im Falle m = 0 verlduft die Gerade
parallel zur x-Achse (y = mx + b reduziert sich dann zu y = b bzw. y = const).

2.3 Die Konstante b

Die y-Achse entspricht dem Wert x = 0. Setzt man dies in die Gleichung

= mx +
y=mx+b Ay
ein, so erhilt man y=2/3x+2
y=b, y=2/3x
das heif3t: die Gerade schneidet die y-
Achse im Punkt b.
In der Gleichungy = mx + b ist die | / I
Konstante b der Schnittpunkt der | =~ 7/~ T Tx
Geraden mit der y-Achse.

Die Geraden der beiden Funktionsgleichungen y = 2/3 x und y=2/3 x+ 2
sind Parallelen, d. h. beide haben dieselbe Steigung m = 2/3. Die der
Funktionsgleichung y =2/3x + 2 entsprechende Gerade ist genau um den
Wert b (hier 2) in positiver Richtung auf der y-Achse, also "nach oben"
verschoben. Die Gerade der Gleichung y = mx heillt Ursprungsgerade der y
= mx + b entsprechenden Geraden.

2.4 Bestimmung der Geraden aus einer
Funktionsgleichung

Eine Gerade ist eindeutig durch zwei Punkte festgelegt. Sie lassen sich aus
der Funktionsgleichung bestimmen.

Betrachten wir zundchst den einfachen Fall y = mx. Hier ist einer der beiden
Punkte (0; 0), denn die Gerade verlduft ja durch den Nullpunkt.

Um den zweiten Punkt zu finden, setzt man x = 1, dadurch reduziert sich die
Gleichung auf y = m. Damit ist der zweiten Punkt als (1; m) gegeben.

In der linken Abbildung der Funktionsgeraden y = % x ist der Punkt (0; 0)
ohnehin klar, einen weiteren Punkt erhalten wir nach dem eben beschriebe-
nen "Rezept" als Wertepaar (1; ¥%4).

11
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le
1+ y=%x
P, =(1;%)
-1 P,=(0; 0) 1y

T

Im Falle y = mx + b schneidet die Gerade die y-Achse in b, damit ist der
Punkt (0; b) festgelegt. Mit x = 1 gilt y = m + b, damit haben wir den zweiten
Punkt (1; m + b).

Die rechte Abbildung zeigt dies am Beispiel y = 2x + 0,5. Mit b = 0,5 ergibt
sich der Punkt (0; 0,5) und mit m = 2 ergibt sich der zweite Punkt (1; m + b)
zu(1;2+0,5) =(1;2,5).

2.5 Bestimmung der Funktionsgleichung
aus einer Geraden

Mul} aus einer gegebenen Geraden die zugehorige Funktionsgleichung be-
stimmt werden, sollte man auf der Geraden Punkte finden, die sich moglichst
genau ablesen lassen. Bei einer empirisch gewonnenen Geraden bieten sich
die MeBwerte an.

Verlauft die Gerade durch den Nullpunkt, ist » = 0 und das Problem
reduziert sich auf die Bestimmung der Steigung m. Zum gegebenen Punkt
(0; 0) brauchen wir nur einen weiteren Punkt zu suchen, dessen Koordinaten
sich leicht ablesen lassen. Auf der linken Geraden bietet sich der Punkt (2; 3)
an. Damit ist

12
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Vo= N =§

m=-=—"
X,—x, 2

und wir erhalten die Gleichung
y==x.

Im Falle y = mx + b (rechtes Bild) kann » kann unmittelbar auf der y-Achse
abgelesen werden, so dal3 P, = (0; b) gegeben ist. Mit einem weiteren, belie-
bigen Punkt P, = (x»; y») erhalten wir die Steigung

Yo =N :yz_b :yz_b
xX,—x, x,—0 X,

m =

Im rechten Beispiel ergibt sich mit Py, = (0; 2) und P, = (6; 5)

Damit haben wir die Gleichung der Geraden als y = %2x + 2 erhalten.

2.6 Quadratische Funktionen

Eine Funktion mit einer Gleichung der Form y = ax® + bx + ¢, in der a, b,
und ¢ Konstanten sind und die unabhédngige Variable in der zweiten Potenz
vorkommt, nennt man eine

- y-Achse y-Achse
quadratische Funktion™; ihre A A
graphische Darstellung ist eine
Parabel.

Die in der linken Parabel durch x;
und x, bezeichneten Werte von x in

» = 0 entsprechen den Werten von x, " —— —>
die die Gleichung ax® + bx + ¢ =0

erfiillen; man nennt sie die Wurzeln, Nullstellen oder Losungen der
Gleichung. Nicht alle quadratischen Gleichungen haben reelle Wurzeln. Die
rechte Parabel stellt eine solche Gleichung dar.

Die Formel zur Berechnung der Nullstellen ist der Vietasche Wurzelsatz:

Die Gleichung ax? + bx + ¢ = 0 hat zwei Wurzeln, die durch

_—b++b*-4ac und % _ —b-+/b*—dac
—b+vb” —4ac ,= DTN mAaC

- 2a 2a

gegeben sind.

? Im Abschnitt iiber Graphen im Kapitel 1 haben wir schon eine quadratische Funktion ken-
nengelernt: y = 3x*. Dort war a =3 und b = ¢ = 0.

13
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Trigonometrische Funktionen

3.1 Winkel, Grad und Radiant

3.2 Dreiecke und Pythagoras

3.3 Die trigonometrischen Funktionen
3.4 Seitenverhdltnisse im Dreieck

3.5 Einige Beziehungen

3.6 Funktionswerte héufiger Winkel
3.7 Die Graphen

3.8 Periodizitdt der Winkelfunktionen

3.1 Winkel, Grad und Radiant

Winkel werden im Alltagsgebrauch meist in Grad (°) angegeben, in den
Natur- und Ingenieurwissenschaften ist aulerdem die Angabe in Radiant
(rad) tiblich.

Die Einheit Grad: Ein Kreis wird in
360 gleiche Winkel eingeteilt, jeder
dieser Winkel betrigt 1° (1 Grad).
Ein Kreis enthilt vier rechte Winkel
zu 90°, der Halbkreis bildet einen
Winkel von 180°.

Die Einheit Radiant: Um die GroBe
eines Winkels in Radiant (rad) zu
finden, zeichnen wir um den Schei-
telpunkt O des Winkels einen Kreis
mit dem Radius r, der die Seiten des
Winkels in zwei Punkten 4 und B
schneidet. s ist die Lange des Kreis-
bogens (die Bogenlinge) zwischen 4 und B. Dann ist

0 (in rad) = s _ Lange des.Bogens
r Radius

Da das Verhiltnis von Umfang zu Radius 2w betrigt, gilt U = 2nr, und der
Winkel des Vollkreises, gemessen in rad, betragt

* Jeder Grad wird weiter unterteilt in 60 Bogenminuten (60 ') und jede Bogenminute wieder
in 60 Bogensekunden (60 "). Wenn Verwechselungen mit Zeitangaben ausgeschlossen sind,
kann man auch Minuten bzw. Sekunden sagen.

14
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0 =Y - oy
r r
Der Halbkreis bildet einen Winkel von © rad, der rechte Winkel betrdgt

%rad. Mit 2n rad = 360° ergibt sich fiir die Umwandlung von Grad in
Radiant

360°
27

lrad =

und umgekehrt

27 rad
360

1Grad =

In dem abgebildeten Kreis steht CG
senkrecht auf AE. Es ist

arc AB = arc BC = arc AH

und

arc AD = arc DF = arc FA.

»arc AB“ bedeutet die Bogenlidnge
zwischen 4 und B, und zwar entlang
des kiirzesten Weges. In der Geome-
trie bezeichnet man Winkel oft mit F
drei Buchstaben, wobei der mittlere G

Buchstabe der Scheitelpunkt ist, z. B. wiirde man den aus den Strecken AO
und OB gebildeten Winkel als Z4OB schreiben.

3.2 Dreiecke und Pythagoras

Vereinbarungsgemill werden die Ecken eines Dreiecks mit den lateinischen
GroB3buchstaben 4, B, C bezeichnet, und zwar links unten beginnend entge-
gen dem Uhrzeigersinn.

Die von den Ecken 4, B und C einge-
schlossenen Winkel werden mit den
griechischen Kleinbuchstaben «a, S
und y bezeichnet und die den Ecken
A, B, C gegeniiberliegenden Seiten
mit den lateinischen Kleinbuchstaben
a, bund c.

Im rechtwinkligen Dreieck heif3it die
dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite Hypotenuse. Die anderen bei-
den Seiten heilen Katheten. In Bezug auf einen bestimmten Winkel werden
die Katheten unterschieden in Ankathete und Gegenkathete: bezogen auf den
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Winkel « ist b die Ankathete (sie liegt an dem Winkel) und a die Gegen-
kathete (sie liegt dem Winkel gegen-
iiber). Bezogen auf f ist a die An-
kathete und b die Gegenkathete.

Einer der wichtigsten Sitze der

Geometrie ist der Satz des Pythago- a2
ras. 2 g
b .
b, a

Im rechtwinkligen Dreieck ist die

Summe der Quadrate Uber den bei- A B

den Katheten gleich dem Quadrat c

Uber der Hypotenuse.

c’=a’+b’

Der Satz des Pythagoras erlaubt unter
anderem die Berechnung einer
Seitenldnge, wenn die Lingen der
anderen beiden Seiten gegeben sind.

Beispiel: Die Lange der Hypotenuse ¢ betrage 14 cm, die der Kathete ¢ 10 cm. Wie lang ist
die Kathete 5?

czzaz+b2 <:>b2:c2—a2, alsobz\/cz—a2 s

2

b =142 cm? ~102 cm> :\/(196—100)cm2 _J96cm? ~9.8em

3.3 Die trigonometrischen Funktionen

Die Abbildung rechts zeigt einen Kreis mit dem Radius » um den Ursprung
eines rechtwinkligen Koordinatensystems.

Die positive x-Achse sei die
Bezugslinie, d. h. von dieser Linie
aus werden die Winkel gemessen.
Ein Winkel, der durch Drehung von r
gegen den Uhrzeigersinn gebildet
wird, ist positiv (rot gezeichnet); ein
Winkel, der durch eine Drehung im
Uhrzeigersinn entsteht, ist negativ
(blau dargestellt). In der Abbildung
ist der Winkel A4 positiv und der
Winkel B negativ.

Die trigonometrischen Funktionen
oder Winkelfunktionen von € lassen
sich wie folgt durch die Koordinaten x und y sowie den Radius des Kreises

=X+’ (Pythagoras!) definieren:

AY

%<V

s

16
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Sinus :sin 6 = 2 A
-
- X
Cosinus : cosd = —
r
Tangens:tanf = 2
X r I
1 X | y
Cotangens: cotd = == o
tanfd y - | _
1 r X -
Secans :secd = =—
cosf x
1 r
Cosecans:cscl =——=—
sinf y

Aus y/r, x/r, y/x (fir sin, cos, tan) 146t sich das Merkwort yrxryx (,lirxriix*) bilden. Damit
kann man, wenn man die entsprechende Skizze im Gedichtnis hat, Sinus, Cosinus und
Tangens rekapitulieren. Der Cotangens ist der Kehrwert des Tangens.

Mit y = r sin und x = r cos fkann man den Tangens

y rsinf ] sin @
tan@ = — = auch schreiben als tan6 =
x rcosé cosd

Um die Entfernung von Sternen zu bestimmen, macht man sich die Tatsache zunutze, daf3
der Radius der Erdbahn eine Seite eines groen rechtwinkligen Dreiecks bildet. Im Abstand
von 6 Monaten, also an gegeniiberliegenden
Punkten der Erdbahn, wird die Position des
betreffenden Sterns vermessen, d. h. es wird
der Winkel y bestimmt.

Der Radius 7 der Erdbahn bildet beziiglich
des Winkels y die Gegenkathete im recht-
winkligen Dreieck Erde — Sonne — Stern.

Fiir den Stern Sirius beispielsweise betrdgt
y=10,379" = 1,05-10"* °. Der Radius der Erd-
bahn betrigt » = 1,49-10° km. Mit

. r
siny =—
X

w
Erde im 7 Erde im

~8,11- 1013km. Sommer / Winter

ergibt sich die Entfernung zu

r 1,49-10%km
X=——"= "
siny 11,8410

Bahn der Erde
um die Sonne

Das sind rund 8,6 Lichtjahre. Der Winkel
yheiflt in der Astronomie Parallaxe. Betrégt er eine Bogensekunde, so ist der Stern 3,26
Lichtjahre von der Erde entfernt; diese Entfernung heif3t 1 Parallaxensekunde, kurz Parsec

(1 pe).
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3.4 Seitenverhaltnisse im Dreieck

Die oben definierten trigonometrischen Funktionen lassen sich auch durch
die Seiten a, b, ¢ (Gegenkathete, Ankathete, Hypotenuse) eines rechtwinkli-
gen Dreiecks ausdriicken (die Seiten a, b, ¢ entsprechen den Groflen y, x, 7):

sin €= a/c = Gegenkathete / Hypotenuse
cos 8= b/c = Ankathete / Hypotenuse
tan 6= a/b = Gegenkathete / Ankathete
cot = b/a = Ankathete / Gegenkathete
sec 8= c/b = Hypotenuse / Ankathete
csc 0= c/a = Hypotenuse / Gegenkathete

3.5 Einige Beziehungen

Die Abbildung zeigt sowohl @ als auch —€@ Die trigonometrischen Funk-
tionen dieser beiden Winkel stehen in einfacher Beziehung zueinander.

Beim negativen Winkel —@ ist y ne-

gativ und x positiv, und da 7 stets po- Y A
sitiv ist, gilt

sin(-0) = —2 = —sin@ |
r

¥ x

Fiir den Cosinus hingegen ergibt sich

cos(—0) = X cos@
r

und schlieBlich gilt

tan(—6) = Y _tan 0
X

18
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sin(-6) =-sin @

cos (-6) = cos 4
tan (-6 =-tan @

Verwendet man x* +y* = 7* (Pythagoras), so erhilt man

yz P22 X 2
sin26?:—2: —=1-= =1-cos’0 5
r r r

Daraus ergibt sich die wichtige Beziehung

sin’8+ cos’0=1

Der Cosinus von a im dargestellten
Dreieck ist cos a = ¢/b. Bezogen auf
den Winkel y ist ¢ die Gegenkathete,
so daB sin y = ¢/b gilt. Damit ist
cosa= sin y. Da die Summe aller
Winkel im Dreieck 180° betrégt, gilt
a+ y=90° bzw. y=90° - . Somit
erhalten wir

cos = sin (90° - q).

Eine wichtige Beziehung ist die Dar-
stellung der Projektion von Strecken
mittels der Winkelfunktionen. Zum
Beispiel ist die Projektion von r auf
die x-Achse r -cos 6. Entsprechend
ist die Projektion von r auf die y-
Achse gegeben durch 7 - sin 6.

Mit Hilfe dieser Beziehung lassen
sich die Komponenten eines Vektors

(z. B. eines Kraftvektors) lings der

. Y A
Koordinatenachsen zerlegen.

rsinao
-l

oL

Xy

I cos o

* Das Quadrat von sin @schreibt man nicht sin 62 oder (sin 6)*, sondern sin® 6. sin 8> wire
der Sinus des Quadrats von 6.
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3.6 Funktionswerte haufiger Winkel

60°

30°

Die Funktionswerte fur 45°
Im linken Dreieck haben fiir jeden der beiden 45°-Winkel die Gegenkathete
(G) und die Ankathete (A) jeweils die Liange 1, die Hypotenuse (H) hat die

Linge V2 . Damit ergeben sich fiir die Funktionswerte

sin 45° = G/H = 1/+/2 ~ 0,71
cos 45° = A/H=1/2 ~ 0,71
tan 45° = G/A = 1

Die Funktionswerte fur 30°
Im rechten Dreieck hat fiir den Winkel 30° die Gegenkathete (G) die Lange

1, die Ankathete (A) die Lange V3 , und die Hypotenuse (H) die Lange 2.
Damit ergeben sich fiir die Funktionswerte

sin30°=G/H=1/2
cos 30° = A/H = \/3 /2 (~ 0,87)
tan 30° = G/A = 1/4/3 (x 0,58)

Die Funktionswerte fur 60°
Im rechten Dreieck hat fiir den Winkel 60° die Gegenkathete (G) die Liange

V3 , die Ankathete (A) die Lange 1, und die Hypotenuse (H) die Léange 2.
Damit ergeben sich fiir die Funktionswerte

sin 60° = G/H = /3 2
cos 60°=A/H=1/2
tan 60° = G/A = V3 (~ 1,73)

Auch die Werte fiir 0° und 90° sollten geldufig sein (vgl. die Graphen im fol-
genden Abschnitt); insgesamt ergibt sich als Uberblick die folgende Tabelle:

20
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0 1 0
v | %3] 13
Y2 | Uy2 | 1
N3 | % V3
1 0 -

Hier ecine ,,Eselsbriicke™ aus halbierten Wurzeln. Liest man diese Tabelle
von hinten, wird der Cosinus gleich mitgeliefert.

0° 30° | 45° | 60° | 90°
Y0 |- 1 |%- V2 % V3 |% V4

3.7 Die Graphen

Der Graph der Sinusfunktion beginnt bei Null, um dann bis 90° (7/2)
anzusteigen. Dort erreicht er seinen grofiten Wert mit 1.

Danach fillt er ab, bis er bei m (180°) Null wird, um dann negative Werte
anzunehmen (er wird jetzt durch negative Winkel erzeugt).

Der Graph der Cosinusfunktion ist genau gegenldufig: er beginnt bei 0° mit
dem Wert 1, um dann bis /2 auf den Wert Null abzufallen. Danach wird er
negativ, um bei 270° wieder positive Werte anzunehmen, bis er nach einer
vollen Umdrehung, also nach 2n, wieder bei 1 angekommen ist.
Charakteristisch am Graphen der Tangensfunktion sind seine Polstellen bei
n/2 bzw. - n/2. Der Graph der Cotangensfunktion hat seine Polstellen bei
Null und bei 7.

1 1
0.5 0.5
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
-0.5 -0.5
-1 -1
40
40

3 2 a1 1 2 3 1 ﬁi 4 5
20 -20
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3.8 Periodizitat der Winkelfunktionen

Beziiglich der trigonometrischen Funktionen ist der Winkel 0 +2n
(=0 +360°) édquivalent zu 6, d. h.
der Funktionswert (egal ob sin, cos,
tan etc.) ist fiir 6 + 2n genau so grof
wie fiir 6. Wir kdnnen also zu jedem
Winkel 27 hinzufiigen, ohne den

Wert der Funktionen zu verdndern. /
.. (G
Beispiele:

sin 30° =0,5; sin (30° + 360°) = 0,5
1 1
cos 45° =ﬁ; cos(45°+360°)=ﬁ 2n+0©

A

Y

tan 60° = +/3 ; tan (60° + 360°) =~/3 .

Man sagt daher, sin und cos sind in € periodisch und ihre Periode betrigt 2.
Dartiiber hinaus sind tan und cot ebenfalls periodisch, aber ihre Periode ist 7.
(Zur Erinnerung: t ist der Halbkreis, 180°.)

Beispiele: tan 30° = 1/\/5; tan (30° + 180°) = 1/3
cot 30° = /3 ; cot (30° + 180°) =+/3

Zur Veranschaulichung der Graph der Sinusfunktion: nach jeweils 2n
wiederholen sich die Funktionswerte.

sin @

VAN A AN
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Exponenten und Logarithmen

4.1 Potenzen, Exponenten
4.2 Logarithmen

4.1 Potenzen, ExXponenten

Ein Produkt @ - @ - a - ...- a von m gleichen Faktoren a wird als a™ geschrie-
ben, als m-te Potenz von a. a” wird gesprochen als "a hoch m". m heif3t
Exponent, a heil3t Basis. Beispielsweise ist

22=2.2.2,10>°=10- 10.

1 1 1

. a—m - . 3 _ = .
Ferner ist 4" (fiir a # 0) festgelegt, also 2 ¥ 500 Es ist
leicht ersichtlich, daf3

am _an — a(m+n)
% _ g
a
m

_ a

a’=a™m =—=1
a

(am)n — amn
(ab)" =a™ -b"

Gebrochene und irrationale Exponenten

Ist b" = a, dann nennt man b die n-te Wurzel aus a und schreibt b = a'”.
Beispielsweise ist 2* = 16, also ist 2 die vierte Wurzel aus 16. Man schreibt
dafiir auch 2 = 16"* oder 2 =416,

Ebenso kann man " statt va schreiben. Wenn m und 7 ganze Zahlen sind,

" 1 m l .. .
ist /" = a4 = (aA)”’ . Beispielweise ist
8% = (8172 =22 =4

Was bisher iiber die Exponenten gesagt wurde, gilt auch fiir irrationale
Zahlen, und die oben gezeigten Beziehungen gelten auch fiir solche
Exponenten. Ein Beispiel:
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4.2 Logarithmen

Dekadische Logarithmen
log x, der Logarithmus von x zur Basis 10 ist durch
10"°8% = x

definiert. Das besagt, dal der Logarithmus einer Zahl x die Potenz ist, zu der
10 erhoben werden mul, um die Zahl x selbst zu erhalten. Diese Definition
gilt nur fiir x > 0. Beispiele:

100 = 107, daher log 100 =2
0,001 = 107, daher log 0,001 = -3.

Herleitung einiger Regeln
Wegen a = 10"°¢“ und b = 10"°%* gilt
a-b=109a. 1gloeb = jologa+logh)
Bildet man auf beiden Seiten der Gleichung den Logarithmus, so erhélt man
log ab = log 10(°84 g )
und wegen log 10" = x gilt
logab =loga+loghb
In dhnlicher Weise sieht man
a/b=1008. (g loeb = loga-logh)
so daB schlie8lich
log (a/b) =loga—-1logh .
Ebenso ist
o' = (102 9y = o
und logarithmieren auf beiden Seiten zeigt schlielich

loga"=n-loga.
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Logarithmen zu anderen Basen

Neben der Basis 10 kann jede beliebige positive Zahl auBer 1 als Basis
dienen.

Ist die Basis nicht 10, so wird sie gewdhnlich als unterer Index angegeben.
Beispielsweise wird der Logarithmus 8 zur Basis 2 in der Form log, 8 ge-
schrieben. Der Wert dieses Logarithmus ist 3, denn 2° = 8.

Wird die Basis mit » bezeichnet, lautet die Gleichung, die log, x bezeichnet

plogrr = x|

Die oben gezeigten Beziehungen log ab, log a/b und log a" gelten fiir jede
beliebige Basis. (Innerhalb einer Gleichung miissen natiirlich alle
Logarithmen dieselbe Basis haben.)

Logarithmen zur Basis e (Naturliche Logarithmen)

Neben der Basis 10 trifft man die Eulersche Zahl e = 2,718281828459... als
Basis an (e ist, ebenso wie © eine transzendente Zahl). Laut Definition des
Logarithmus ist

x =%~

Logarithmen zur Basis e heilen auch natiirliche Logarithmen und werden
mit dem Symbol In x bezeichnet:

In x :=log. x.

Entsprechend gibt es fiir die dekadischen Logarithmen log;o x die Bezeich-
nung lg x:

lg x :=logo x.

Man bilde auf beiden Seiten von x = €' den Logarithmus zur Basis 10:
lgx=1ge™"

Die rechte Seite der Gleichung kann mittels log x" = n log x vereinfacht wer-
den. Somit erhalten wir

lgx=Inx-lge
oder
lnleg—x.
Ige

Nun ist aber
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1

1

1

lge 122,718 04343

und daher

Inx = 2,303 Ig x.

~ 2,303

In der folgenden Tabelle ist In x fiir einige x-Werte angegeben:

1

2

e

8

10

30

100

300

1000

3000

0,00

0,69

1,00

1,10

2,30

3,40

4,61

5,70

6,91

8,01

Hier zum Vergleich die Graphen von In x und 1g x:

Logarithmus von x

O P N W M 01 O N 00 ©
|

o

500

1000

1500

X

2000

2500

3000

In x

———lgx
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Kapitel

Weitere Funktionen

5.1 Die konstante Funktion

5.2 Die Funktion des Absolutbetrags
5.3 Die Funktion y = x”

5.4 Die kubische Parabel

5.5 Die Funktion y = a*

5.1 Die konstante Funktion

Eine spezielle Funktion, die kon- y-Achse
stante Funktion, ordnet allen Werten A
der unabhingigen Variablen x die fe-
ste Zahl ¢ zu, d. h. f{x) = c. Die gra-
phische Darstellung der konstanten
Funktion ist eine parallel zur x-Achse

verlaufende gerade Linie, die durch A . )(:'Ac?ie
den Punkt (0; ¢) geht. Es handelt sich -4 -3 -2 -10 1 2 3 4
um eine lineare Funktion, deren Stei-

1(;3)

= N W M~

2 <+
gung m = 0 betrigt. Als Beispiel ist 3]
hier der Graph von y = f{x) = 3 ge- 4l

zeigt.

5.2 Die Funktion des Absolutbetrags

Der Absolutbetrag | x | einer Zahl x bestimmt den Wert einer Zahl unabhin-
gig von ihrem Vorzeichen. Zum Beispiel gilt

|3 [=13]=3.

Die allgemeine Definition der Funk-
tion des Absolutbetrags ist

x,wenn x >0
W= AN

-x, wenn x < 0

= N W B O

Y X

54 -3-210 1 2 3 45

-2 0 2 4
2 0 2 4

-4
4
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5.3 Die Funktion y= x*

Fiir x = 0 ist die Funktion y = 1/x nicht definiert. Der aus zwei Asten
bestehende Graph von y = 1/x heiit Hyperbel. Die Koordinatenachsen sind
die Asymptoten der Hyperbel; die
Aste nihern sich ihnen immer weiter B
an, ohne sie jemals zu beriihren. Jede ©
Funktionsgleichung der Form y = ¢/x
(c ist eine beliebige reelle Zahl) 2
liefert eine Hyperbel.

-4 22 [-1]0|1] 2 4
-025|-05]-1|-]1]05] 0,25

5.4 Die kubische Parabel

Kommt in einer Funktionsgleichung x’ vor, so erhdlt man eine Para-
bel 3. Ordnung oder kubische Parabel. Die einfachste Form der kubischen
Parabel ist y = x°.

In diesem Beispiel lautet die
3
Funktionsgleichung y=%+1. Die 74

Addition einer Zahl (hier die 1)
bewirkt eine Verschiebung der Kurve
auf der y-Achse nach oben. Im Wen-
depunkt (hier (0; 1)) andert sich die
Kriimmungsrichtung der Kurve.

1)
ORI

b N & e .
P

3] -2 |[-1]0] 1 2 3
-8|-5/3]2/3]|1]|4/3]11/3]10 X

5.5 Die Funktiony = a*

Bei dieser Funktionsgleichung steht die unabhéngige Variable im Exponen-
ten, es ist eine Exponentialfunktion. Die allgemeine Form der Gleichung

lautet ¥ =a". Die Abbildung zeigt als
Beispiel den Graphen von y =2". (Als

8

die Exponentialfunktion im engeren 6
Sinne wird die Funktion » =¢* mit der ,
Eulerschen Zahl e= 2,71828... als -
Basis bezeichnet.) 5
0 —-’/
3 2 1 0 1 2 3
2] -1]Jo]12]1[2]3 X

va|12 1] v2|2]12]8
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